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Theory of Stimulated Raman Effect in Cyrstals

The theory of stimulated Raman effect in biaxial and uniaxial crystals is presented on the basis
of a parametric process. For the system consisting of Stokes wave and polariton wave a dispersion
relation is derived which allows to predict the threshold value of the stimulated process and the

gain factor for real crystals.

1. Einleitung

Die Emission einer intensiven stimulierten, gegen-
iiber der eingestrahlten Laserfrequenz frequenzver-
schobenen Strahlung wurde zuerst von Woodbury
und Ng! am Nitrobenzol im Jahre 1962 beobachtet.
Wenig spiter fanden Eckhardt et al.2 den gleichen
Effekt an einer Reihe weiterer Fliissigkeiten und
deuteten ihn richtig als stimulierten Raman-Effekt.

Im Jahre 1963 postulierte Loudon3 das Auftre-
ten des stimulierten Raman-Effekts auch an Fest-
korpern.

Uber die erste Beobachtung des stimulierten Ra-
man-Effekts an einem Kristall, nimlich LiNbO; , be-
richteten Kurtz und Giordmaine? im Jahre 1969.
Alle weiteren erfolgreichen Experimente in Festkor-
pern gelangen bisher ausschlieBlich an relativ kom-
plizierten Kristallen wie Quarz, LiJO3 und KDP,
die simtlich einachsig sind und mehrere Gruppen
von optischen Gitterschwingungen besitzen.

Die Polarisationswellen, die beim stimulierten
Raman-Effekt im Kristall erzeugt bzw. vernichtet
werden, miissen bei Vorwirtsstreuung wegen des
Erhaltungssatzes des Quasi-Impulses Polaritonen
sein. Da diese in anisotropen Kristallen eine meist
erhebliche Richtungsdispersion zeigen, kann mit
Hilfe des stimulierten Raman-Effekts eine abstimm-
bare Licht-Quelle stimulierter Strahlung verwirklicht
werden. Derartige Experimente waren erstmalig am
LiNbO; 5 erfolgreich. Die direkte Beobachtung des
elektromagnetischen Anteils stimuliert erzeugter
Polaritonen gelang Biraud-Laval und Chartier ¢ am
Quarz. Entsprechende Untersuchungen am LiJO,
wurden von Schrotter 7 durchgefiihrt.
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Die experimentelle Realisierung des stimulierten
Raman-Effektes hat auch die Weiterentwicklung der
Theorie angeregt. Dabei beziehen sich die vorliegen-
den theoretischen Arbeiten 8716 vor allem auf die
Berechnung des gain-Faktors der Stokes-Welle und
auf die Bestimmung des Schwellenwertes, d. h. der
Abhingigkeit des Einsatzpunktes des stimulierten
Stokes-Prozesses von der Laser-Leistung. Wir ver-
stehen unter dem gain-Faktor den Ausdruck g=
28y, wobei 8 den Wellennormalenvektor und ¥
den Dampfungsvektor der Welle bedeuten.

Obwohl, wie erwahnt, der stimulierte Raman-Ef-
fekt bisher nur an einachsigen Kristallen beobachtet
wurde, beziehen sich die bisher entwickelten Theo-
rien nur auf die einfachsten Kristalle, namlich auf
kubische Kristalle mit nur einer Gruppe von opti-
schen Gitterschwingungen. Ziel dieser Arbeit ist es
daher, eine verallgemeinerte Theorie des stimulier-
ten Raman-Effekts an Kristallen zu gewinnen, die
auch anisotrope Kristalle einschlieft.

2. Theorie

Im folgenden betrachten wir die Wechselwirkung
von vier Wellen im Kristall, der einfallenden Laser-
welle E): = E (w)), der gestreuten Stokes-Welle E;:
=E(w,), der Antistokes-Welle E,: = E (w,) und
der Polariton-Welle E,: = E (w,). Hierbei bedeutet
E(w) (w=w, ws, w,, w,) das elektrische Feld
bei der Frequenz w. Der Vektor der Quasi-Normal-
koordinaten des Polaritons sei mit Qp:=Q(wp)
bezeichnet.

Die Dynamik dieses Wechselwirkungsprozesses
wird durch ein System von gekoppelten Wellenglei-
chungen beschrieben. Dabei lassen sich die Grund-
gleichungen aus dem folgenden Ausdruck fiir die
Dichte der Gesamtenergie U des Kristalls herleiten:

U=UL+ UM, (1a)
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U'= - {3Q,* B"Q, +Q,* B2E, +}(E,* BE, +E* B2 E, +E,* B E, + E,* B2E,) +C.C},

und

UM = — {Ep* DE El Es* +Ep* Dg, El* Ea +Qp* DQ El Es* +Qp* DQ El* Ea +C C} G

Hierbei bezeichnet * die jeweils konjugiert kom-
plexe GroBe. Im Energieanteil U sind alle harmo-
nischen, d. h. nicht-wechselwirkenden Anteile zusam-
mengefafit, wihrend UN" die nicht-linearen Anteile
enthilt, die die Wechselwirkung der Wellen im Kri-
stall bedingen.

Bezeichnet r die Zahl der ultrarotaktiven Schwin-
gungen des Kristalls, so ist B! ein r x r-Tensor, B2
ein rx 3-Tensor, B* ein 3 x 3-Tensor, Dq ein
rx 3 x 3-Tensor, und Dg ein 3 x 3 x 3-Tensor. D,
wird als atomarer Verschiebungstensor, Dg als
elektrooptischer Tensor bezeichnet. Beide sind
grundsétzlich aus optischen Messungen bestimmbar.
Die Tensoren B” lassen sich durch die hochfrequen-
ten dielektrischen Konstanten ¢, und die Frequen-
zen 0% , oY der in Hauptrichtung @ rein longitu-
dinalen (L 0) bzw. rein transversalen (T 0) langen
optischen Gitterschwingungen ausdriicken 17:

Bloii = — (03])?,
T LH)? = )]
B = 4 [T = T @
1

(2a)

BZ = (&>—1) /4. (2¢)

Als Grundgleichungen des Wechselwirkungsprozes-
ses ergeben sich aus der Energiedichte zunichst die
Bewegungsgleichung der Polaritonen

dp+er= —9U/3Q,*,
und die Polarisation des Kristalls
P(w) = — QU/JQE* (), ®=wy, w0, 0, .
(3b—3e)

(3a)

Hierbei bedeutet I" einen r x r-Tensor, der die Damp-
fung der Polariton-Welle beschreibt.

Zu den GIn. (3 a) — (3 e) treten noch die elektro-
magnetischen Wellengleichungen

rotrot E (w) + C—2D(o)) =0, w=w,, w, 0, w,,
(3f—31)

wobei D(w) =E (») +4 7P (w) die dielektrische
Verschiebung bedeutet.

(1b)

(1c)

Die Gln. (3) bilden ein System von neun gekop-
pelten nicht-linearen Differentialgleichungen fiir die
neun unbekannten vektoriellen Gréfen Q,, P(w),
E(w) (w=w,,w,wns,n,).

Das Grundgleichungssystem (3) laft sich mit
dem Ansatz inhomogener ebener Wellen im Kristall
losen, wenn wir die Amplitude des einfallenden
Laser-Lichtes E (»;) als konstant annehmen. Im
Rahmen dieser Naherung wird der Prozefl als
parametrischer Prozell bezeichnet. Zusétzlich ver-
nachldssigen wir die Koppelung * mit der Anti-
stokes-Welle E (w,). Dann gilt

Q,=Q, exp{y, 1} exp{ik, T—iw,t}, (4 a)
Ep=ﬁ'pexp{}'p'r}exp{ikp'r—iwpt}, (4Db)
ES:E’sexp{ys’r}exp{iks'r—iwst}, (4¢c)
E=Eexp{ikyT—io¢t}. (4d)

Dabei bedeuten k,, k;, K und y,, p; die jewei-
ligen Wellenvektoren bzw. Déampfungsfaktoren.

Das Gleichungssystem (3) ist mit diesem Ansatz
unter Beriicksichtigung der Konstanz der Amplitude
des einfallenden Laser-Feldes und Vernachlassigung
der Antistokes-Welle nur dann losbar, wenn

k=k.+k,, (5a)
W)= s+ 0p , (5b)
Yo=Vs=:7, (5¢)

gilt.
Wir erhalten damit aus (3 a) — (3e) die Glei-
chungen
—-wp“’Qp—iprTQp A L
=B! Qp+Bl2Ep+DQE1Es" (6a)
P,= (B2)"Q,+B2E, + Dy E,E*, (6))
P.—B2E,+ (Do E)TE,* + (DeE)"Q," .
(6¢)

Hierbei bezeichnet der obere Index T den jeweils
transponierten Tensor.

* Bez. der Koppelung mit der Antistokes-Welle siehe 18.
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Durch Elimination von Qp und Einfiihrung der Tensoren

& (wp) =e°—47a(B2)T (B +iw, I' +w,21) " B2,
es(wp, By) =4 {Dg Ej— (B2)T(BY +iw, I+ w,2 1)~ (Do B},
83(wp,E1) =v£°°—4-n(DQI§1)T(B“+iwpI"+wp21)_1 (DQEI) .

lassen sich die Gln. (6) schlieBlich mit Hilfe der
Relation D (w) =E(w) +4 a2 P(w) auf die Form

bringen:

D* =& E,+5,E.*, (8a)
D,—e K, + & E*, (8b)

wobei
Dp=bpexp{y'r} exp{iky, T—iwyt}, (de)
Ds=bsexp{7'1}exp{i ksr—iogt). (4f)

Mit dem Ansatz inhomogener ebener Wellen fiir die
dielektrischen Verschiebungen nach (4e) und (4f)
lauten die Wellengleichungen fiir Polariton- und
Stokes-Welle nach (3f) — (31):

~ 2 ~

D=3 {(ey—i7)?I— (ky—i) (p—in)} E,
p A

= :T(kp9‘wp’ y)Epa (80)

A 2 o
Ds*=£§{(ks+i7)21— (ks+iy) (ks+iy)}-E*

—:S(ky, 0, E*.  (84)
Die GIn. (8) konnen zu
{(8—25) 8a 1(T — &) — &7 } B =1 9)

zusammengefallit werden. Die notwendige Bedin-
gung fiir die Existenz einer nichttrivialen Losung
fir E, ist das Verschwinden der Determinante von
(9):

[(S—e3) 8,1 (T — &) — 2T |=0. (10)

Gleichung (10) stellt damit die Dispersionsrelation
des gekoppelten Systems dar. Bei Grenziibergang
E,— 0 folgt nach (7) &T—0 und &— ¢ und
daher nach (10)

|S—&*|=0 oder |T—¢&|=0. (11)

Die erste Determinantengleichung ist offenbar
die Dispersionsrelation der ungekoppelten hochfre-
quenten Stokes-Welle E (), die zweite Determi-
nantengleichung stellt, da & von E) unabhingig ist,
die Dispersionsrelation der Polaritonen im unge-

storten Kristall dar. Sobald El +0 gilt, werden beide

(7a)
(7b)
(7¢)

Systeme gekoppelt, wobei die Dispersionsrelation
gemal (10) modifiziert wird.

Fir die Anwendungen ist es wichtig, daf} die
Richtung des Dampfungsvektors ¥ durch die Rand-
bedingungen festgelegt wird. Dies 148t sich einfach
zeigen: Ist die Oberflache des als halbunendlich an-
genommenen Kristalls durch z=0 gegeben und be-
zeichnet

Ey=Eyexp{ik," r—iwyt} (41

den elektrischen Feldanteil des Polaritons im &ufe-
ren Medium (Vakuum), so folgt aus den Stetig-
keitsbedingungen fiir die Tangentialkomponenten
von E," und E, fiir r = (=, 3, 0)

By, exp {i (ki 2+ Ky 9))
- =Epexp{rzzty,yrexp lilkua+hyy)},
Egy exp {i (kps 2+ kg y) }

=Epyexp {72+ 7y y}expli(kp: 2+ kpyy) } 5

unter anderem die Relation

yz=ry=0.
Der Déampfungsvektor ¥ hat also notwendig die
Form

Y= (09 0’ 72) ’ (12 8)

d.h. die Dampfung ist stets senkrecht zur Kristall-
oberflidche z = 0 gerichtet.

Da E,, k;, w, als fest vorgegebene reelle GroBen
angesehen werden konnen und die Wellenvektoren
bzw. Frequenzen durch (5a, 5b) miteinander ver-
kniipft werden, sind die einzigen Unbekannten der
Gl. (10) die GroBen k,, w,, 7. Der uns hier inter-
essierende gain-Faktor g,=28, 7 (8,: =k, /| k)
des Polaritons wird offenbar dann maximal, wenn
k, parallel zu y ist, d. h. wenn

k,= (0,0, ky.) (12b)

gilt. Fithrt man nun die komplexe Variable K: =
ky:—iy, ein, so wird (10) ein Polynom achten
Grades in K, dessen Wurzeln fiir jeden vorgegebe-
nen Wert der Polaritonfrequenz w, bestimmt wer-
den konnen. Speziell fiir kubische Kristallproben
und Einstrahlung senkrecht zur Oberfliche z=0
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vereinfacht sich (10) zu einem Polynom vierten

Grades in K
K2 2(k—-K)?
(T; ~a(o) (Tw——W s >

— &% (wp, B)) =0,  (13)

wobei E, k;, &, &, & nunmehr skalare Grofen
sind.
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