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Theory of Stimulated Raman Effect in Cyrstals 

The theory of stimulated Raman effect in biaxial and uniaxial crystals is presented on the basis 
of a parametric process. For the system consisting of Stokes wave and polariton wave a dispersion 
relation is derived which allows to predict the threshold value of the stimulated process and the 
gain factor for real crystals. 

1. Einleitung 

Die Emission einer intensiven stimulierten, gegen-
über der eingestrahlten Laserfrequenz frequenzver-
schobenen Strahlung wurde zuerst von Woodbury 
und Ng 1 am Nitrobenzol im Jahre 1962 beobachtet. 
Wenig später fanden Eckhardt et al. 2 den gleichen 
Effekt an einer Reihe weiterer Flüssigkeiten und 
deuteten ihn richtig als stimulierten Raman-Effekt. 

Im Jahre 1963 postulierte Loudon3 das Auftre-
ten des stimulierten Raman-Effekts auch an Fest-
körpern. 

Über die erste Beobachtung des stimulierten Ra-
man-Effekts an einem Kristall, nämlich LiNb03 , be-
richteten Kurtz und Giordmaine4 im Jahre 1969. 
Alle weiteren erfolgreichen Experimente in Festkör-
pern gelangen bisher ausschließlich an relativ kom-
plizierten Kristallen wie Quarz, LiJ03 und KDP, 
die sämtlich einachsig sind und mehrere Gruppen 
von optischen Gitterschwingungen besitzen. 

Die Polarisationswellen, die beim stimulierten 
Raman-Effekt im Kristall erzeugt bzw. vernichtet 
werden, müssen bei Vorwärtsstreuung wegen des 
Erhaltungssatzes des Quasi-Impulses Polaritonen 
sein. Da diese in anisotropen Kristallen eine meist 
erhebliche Richtungsdispersion zeigen, kann mit 
Hilfe des stimulierten Raman-Effekts eine abstimm-
bare Licht-Quelle stimulierter Strahlung verwirklicht 
werden. Derartige Experimente waren erstmalig am 
LiNb03 5 erfolgreich. Die direkte Beobachtung des 
elektromagnetischen Anteils stimuliert erzeugter 
Polaritonen gelang Biraud-Laval und Chartier6 am 
Quarz. Entsprechende Untersuchungen am LiJ03 

wurden von Schrötter 7 durchgeführt. 

Sonderdruckanforderungen an Prof. Dr. L. Merten, Physi-
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Die experimentelle Realisierung des stimulierten 
Raman-Effektes hat auch die Weiterentwicklung der 
Theorie angeregt. Dabei beziehen sich die vorliegen-
den theoretischen Arbeiten8 -16 vor allem auf die 
Berechnung des gam-Faktors der Stokes-Welle und 
auf die Bestimmung des Schwellenwertes, d. h. der 
Abhängigkeit des Einsatzpunktes des stimulierten 
Stokes-Prozesses von der Laser-Leistung. Wir ver-
stehen unter dem gam-Faktor den Ausdrude g = 
2 S-y, wobei S den Wellennormalenvektor und y 
den Dämpfungsvektor der Welle bedeuten. 

Obwohl, wie erwähnt, der stimulierte Raman-Ef-
fekt bisher nur an einachsigen Kristallen beobachtet 
wurde, beziehen sich die bisher entwickelten Theo-
rien nur auf die einfachsten Kristalle, nämlich auf 
kubische Kristalle mit nur einer Gruppe von opti-
schen Gitterschwingungen. Ziel dieser Arbeit ist es 
daher, eine verallgemeinerte Theorie des stimulier-
ten Raman-Effekts an Kristallen zu gewinnen, die 
auch anisotrope Kristalle einschließt. 

2. Theorie 

Im folgenden betrachten wir die Wechselwirkung 
von vier Wellen im Kristall, der einfallenden Laser-
welle E\: = E (a>i), der gestreuten Stokes-Welle Es: 
= E (cos), der Antistokes-Welle Ea : = E (coa) und 
der Polariton-Welle Ep: = E (wp). Hierbei bedeutet 
E(CO) (co = coi, COS, A ) A , CÜp) das elektrische Feld 
bei der Frequenz co. Der Vektor der Quasi-Normal-
koordinaten des Polaritons sei mit Qp : = Q(&>p) 
bezeichnet. 

Die Dynamik dieses Wechselwirkungsprozesses 
wird durch ein System von gekoppelten Wellenglei-
chungen beschrieben. Dabei lassen sich die Grund-
gleichungen aus dem folgenden Ausdruck für die 
Dichte der Gesamtenergie U des Kristalls herleiten: 

U=UL + U*L, ( l a ) 
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wobei 

UL = - ( I Q p * ß 1 1 Q p + Q P * ß 1 2 Ep + i (Ep* B 2 2 E p + Ei* B22 E ! + Es* B22 E s + E a* ß 2 2 Ea ) + C . C . } , 

(lb) 
und 

t/NL = - {E p * D E EI E s* + Ep* D E E I * E a + Qp* Z)Q E, E s* + Qp* D Q E* E a + C. C.} . (1 c) 

Hierbei bezeichnet * die jeweils konjugiert kom-
plexe Größe. Im Energieanteil UL sind alle harmo-
nischen, d. h. nicht-wechselwirkenden Anteile zusam-
mengefaßt, während £/NL die nicht-linearen Anteile 
enthält, die die Wechselwirkung der Wellen im Kri-
stall bedingen. 

Bezeichnet r die Zahl der ultrarotaktiven Schwin-
gungen des Kristalls, so ist Bn ein r x r-Tensor, B12 

ein r x 3-Tensor, B22 ein 3 X 3-Tensor, DQ ein 
r x 3 X 3-Tensor, und DE ein 3 x 3 x 3-Tensor. DQ 
wird als atomarer Verschiebungstensor, DE als 
elektrooptischer Tensor bezeichnet. Beide sind 
grundsätzlich aus optischen Messungen bestimmbar. 
Die Tensoren B'k lassen sich durch die hochfrequen-
ten dielektrischen Konstanten £a°° und die Frequen-
zen ft)a® , co™ der in Hauptrichtung a rein longitu-
dinalen (L 0) bzw. rein transversalen (T 0) langen 
optischen Gitterschwingungen ausdrücken 17: 

i l l . . __ 2 

N [ ( ^ ) 2 - « ) 2 ] 
( ß g ) 2 = _ 

i + 7 

V 

(2 a) 

(2 b) 

(2 c) 

Als Grundgleichungen des Wechselwirkungsprozes-
ses ergeben sich aus der Energiedichte zunächst die 
Bewegungsgleichung der Polaritonen 

Qp + r Q p = -dU/dQv* , (3a) 

und die Polarisation des Kristalls 
P (A>) = — dU/dE* (co), OJ = cop, coj, OJs , coa . 

(3 b — 3 e) 

Hierbei bedeutet T7 einen r x r-Tensor, der die Dämp-
fung der Polariton-Welle beschreibt. 

Zu den Gin. (3 a) — (3 e) treten noch die elektro-
magnetischen Wellengleichungen 

rot rot E (co) + \ D (co) = 0 , co = cop, coi, cos, coa, 

(3 f — 3 i) 

wobei D(co) =E(co) + 4JIP(OJ) die dielektrische 
Verschiebung bedeutet. 

Die Gin. (3) bilden ein System von neun gekop-
pelten nicht-linearen Differentialgleichungen für die 
neun unbekannten vektoriellen Größen Q p , P (co), 
E (co) (OJ = OJP , O)I, COS, co a ) . 

Das Grundgleichungssystem (3) läßt sich mit 
dem Ansatz inhomogener ebener Wellen im Kristall 
lösen, wenn wir die Amplitude des einfallenden 
Laser-Lichtes E(coj) als konstant annehmen. Im 
Rahmen dieser Näherung wird der Prozeß als 
parametrischer Prozeß bezeichnet. Zusätzlich ver-
nachlässigen wir die Koppelung * mit der Anti-
stokes-Welle E (coa). Dann gilt 

Qp = Qp exp{yp • r } exp {i kp r-i cop t} , (4 a) 

Ep = Ep exp { y p • r} exp {i kpr-i cop t} , (4 b) 

E s = E s e x p { y s - r } e x p { i fcs-r-iov}, (4 c) 

E ^ E j e x p l i f c i - r - i o ) ! « } . (4 d) 

Dabei bedeuten kp, ks, kj und yp , ys die jewei-
ligen Wellenvektoren bzw. Dämpfungsfaktoren. 

Das Gleichungssystem (3) ist mit diesem Ansatz 
unter Berücksichtigung der Konstanz der Amplitude 
des einfallenden Laser-Feldes und Vernachlässigung 
der Antistokes-Welle nur dann lösbar, wenn 

ki = ks + kp, 
W1 = 0Js + OJp , 

rP = yB = : Y , 

gilt. 
Wir erhalten damit aus (3 a) 

chungen 

(5 a) 

(5 b) 

(5 c) 

(3 e) die Glei-

- < * > P 2 Q p - i W p T Q p 

= Bn Qp + B12 Ep + D Q EI E s * , (6 a) 

P P = (B»)T Q p + B22 Ep + De EI E G * , (6 b) 

P s = B22 E s + (De E,)T E p * + (DQ EO T Q > . 
(6 c) 

Hierbei bezeichnet der obere Index T den jeweils 
transponierten Tensor. 

* Bez. der Koppelung mit der Antistokes-Welle siehe 18. 
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Durch Elimination von Qp und Einführung der Tensoren 
£l(cop) = - 4 ( ß 1 2 ) T (ß11 + i(opT + cop 2 / )"iß1 2 , 

«2 (cop, Ei) = 4 JI {De El - (ß12)T (ß11 + i Wp r + £Op21) - 1 (Z)Q E,)} , 
£3(A)p ,EI) = ,£°° — 4 TT (Z)Q EL) T (ß11 +i(Opr + COp2 /) (Z)Q EL) , 

lassen sich die Gin. (6) schließlich mit Hilfe der 
Relation D (a>) = E ( C Ü ) + 4 T I P ( C O ) auf die Form 
bringen: 

Ds* = el Ep+£2Es* , (8 a) 

Dp = £2t E p + £3 E s * , (8 b) 

wobei 

D p = D p e x p { y r } exp{ i f e p - r — iiopt} , (4e) 

D s = Dsexp { y - r } exp { i ks r — i cos t) . ( 4 f ) 

Mit dem Ansatz inhomogener ebener Wellen für die 
dielektrischen Verschiebungen nach (4 e) und (4 f) 
lauten die Wellengleichungen für Polariton- und 
Stokes-Welle nach (3 f) - (3 i) : 

ö p = ^ { ( f e p - i y ) 2 / - ( f c p - i y ) ( f e p - i y ) } E p 

= : T{kp,a)p, y)Ep , (8 c) 

Ds*=A,{(ks + iy)2I-(kä + iy) (ka + iy)}-Es* 

= : S(ks, cos, y)Es* . (8d) 

Die Gin. (8) können zu 
{ ( 5 - e3) £2~1(T — ej - e2T}Ep = 0 (9) 

zusammengefaßt werden. Die notwendige Bedin-
gung für die Existenz einer nichttrivialen Lösung 
für Ep ist das Verschwinden der Determinante von 
(9 ) : 

l(S-e3)e2-1(T-£1)-e2Tl = 0. (10) 

Gleichung (10) stellt damit die Dispersionsrelation 
des gekoppelten Systems dar. Bei Grenzübergang 
EI->0 folgt nach (7) u n d und 
daher nach (10) 

15 — | = 0 oder | T - « j | = 0 . (11) 

Die erste Determinantengleichung ist offenbar 
die Dispersionsrelation der ungekoppelten hochfre-
quenten Stokes-Welle E(OJS), die zweite Determi-
nantengleichung stellt, da £a von E\ unabhängig ist, 
die Dispersionsrelation der Polaritonen im unge-
störten Kristall dar. Sobald E\ 4= 0 gilt, werden beide 
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(7 a) 

(7 b) 

(7 c) 

Systeme gekoppelt, wobei die Dispersionsrelation 
gemäß (10) modifiziert wird. 

Für die Anwendungen ist es wichtig, daß die 
Richtung des Dämpfungsvektors y durch die Rand-
bedingungen festgelegt wird. Dies läßt sich einfach 
zeigen: Ist die Oberfläche des als halbunendlich an-
genommenen Kristalls durch z = 0 gegeben und be-
zeichnet 

Epv = Epv exp{i kpy r - i o)p *} (4 b') 

den elektrischen Feldanteil des Polaritons im äuße-
ren Medium (Vakuum), so folgt aus den Stetig-
keitsbedingungen für die Tangentialkomponenten 
von Epy und Ep für r = (x,y,0) 

Elx exp {i (A-pz x + k^y y)} 

= EPX exp{yxx + yyy}exp {i(kpxx + kpyy)} , 

Ely exp {i (kl, x + kly y)} 

= Epy exp {y x x + yyy} exp {i (kpx x + kpy 

unter anderem die Relation 

7x = 7y = 0 . 

Der Dämpfungsvektor y hat also notwendig die 
Form 

y=(0,0,y2), (12 a) 
d. h. die Dämpfung ist stets senkrecht zur Kristall-
oberfläche 2 = 0 gerichtet. 

Da Ei, k i , a>i als fest vorgegebene reelle Größen 
angesehen werden können und die Wellenvektoren 
bzw. Frequenzen durch (5 a, 5 b) miteinander ver-
knüpft werden, sind die einzigen Unbekannten der 
Gl. (10) die Größen kp, wp, y. Der uns hier inter-
essierende gam-Faktor gp = 2 Sp • y (Sp: = kp /1 kp |) 
des Polaritons wird offenbar dann maximal, wenn 
kp parallel zu y ist, d. h. wenn 

kp=(0,0,kpz) (12 b) 

gilt. Führt man nun die komplexe Variable K: = 
kpz — iyz ein, so wird (10) ein Polynom achten 
Grades in K, dessen Wurzeln für jeden vorgegebe-
nen Wert der Polaritonfrequenz co

p
 bestimmt wer-

den können. Speziell für kubische Kristallproben 
und Einstrahlung senkrecht zur Oberfläche 2 = 0 
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vereinfacht sich (10) zu einem Polynom vierten 
Grades in K 

K2 

COr 
~ h (<»p) 

c H k - K ) 2 

— rg- - ^ ( c O p , ^ ) 
( c o j - W p ) 2 

- e 2 2 ( ( o p , E i ) = 0 , (13) 

wobei Ei, ki, e1, e2, £3 nunmehr skalare Größen 
sind. 

Bezüglich einer eingehenden algebraischen Ana-
lyse der Lösungsgesamtheit sei auf eine weitere Ver-
öffentlichung 18 verwiesen. 

Wir danken der Deutschen Forschungsgemein-
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